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RESUMO 
 
Hex é um jogo de conexão, no qual dois jogadores competem para construir uma 
cadeia contínua de peças, ligando dois lados opostos de um tabuleiro. No Hex, conta-se 
somente com a inteligência para se vencer, não havendo interferência de fenómenos 
aleatórios. Embora as regras deste jogo sejam das mais simples entre os jogos de 
tabuleiro, é extremamente difícil jogá-lo bem, devido à sua natureza complexa. E é no 
estudo da natureza complexa deste jogo, que reside o interesse para os matemáticos. É a 
aliança entre esta natureza complexa e a simplicidade das suas regras, que faz com que 
este jogo seja de uma beleza inquestionável e, por isso, “obrigatório” para os amantes 
dos jogos de tabuleiro. 
Com este trabalho, pretendo fazer um estudo sobre este jogo, tanto a nível 
matemático, como também a nível histórico e estratégico, com o intuito final de o 
divulgar ainda mais, uma vez que, fazendo parte do Campeonato Nacional de Jogos 
Matemáticos, ele já começa a ser bastante conhecido pelos nossos jovens estudantes dos 
segundo e terceiro ciclos do Ensino Básico e do Ensino Secundário.  
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Jogo 
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ABSTRACT 
   
 Hex is a connection game, in which two players compete in order to build a 
continuous chain of pieces, connecting the two opposite sides of a board. In Hex, one 
can only count with mental dexterity to win, since there is no interference of random 
phenomena. Although the rules of this game are the simplest among board games, it is 
extremely hard to play it well, due to its complex nature. And it is in the study of this 
complexity that lays the interest of mathematicians. The alliance between this complex 
nature and the simplicity of its rules makes this game unquestionably beautiful and, 
therefore a “must” for all the board game lovers. 
  With this work, I intend to make a study about this game, at a mathematical 
level, and also at a historical and strategically level, with the final goal of advertising it 
even more, as, being part of the Mathematical Games National Championship, it begins 
to be very well known by our young students from second and third grades of the Basic 
and Secondary School. 
 
 
 
KEY WORDS 
Hex 
Strategy 
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Brouwer 
Game 
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INTRODUÇÃO 
 
 A elaboração desta dissertação de mestrado nasceu do meu interesse pessoal e 
profissional por Jogos Matemáticos, tendo ido ao encontro de um tema proposto pelo 
Professor Doutor Jorge Nuno Silva, orientador desta tese de mestrado. Dada a 
amplitude deste tema, irei centrar o meu estudo num dos jogos matemáticos que me 
parece mais interessante – o jogo Hex. 
 Todos conhecemos a importância da criação de novos ambientes de 
aprendizagem no contexto escolar, face ao insucesso e desinteresse pela disciplina de 
matemática, manifestada pelos nossos alunos. É prioritário melhorar a qualidade do 
processo de aprendizagem, motivando os nossos alunos com uma maior diversidade de 
instrumentos de trabalho, tais como o recurso às novas tecnologias, ou o recurso a 
componentes lúdicas, como os Jogos Matemáticos. E o Hex é um bom exemplo dos 
instrumentos a utilizar. 
 Assim, o objectivo desta dissertação vai ao encontro das necessidades actuais no 
ensino da Matemática. 
 Esta dissertação, pretende não só abordar o Jogo de uma forma exploratória e 
investigadora, bem como ser uma fonte informativa para toda e qualquer pessoa que 
mostre interesse e curiosidade em saber mais sobre este tema. 
  
 Este trabalho é constituído por 4 capítulos, organizados de forma sequencial e 
coerente. 
 O 1º capítulo refere-se ao jogo Hex em si. Nele são apresentadas as suas origens, 
a sua evolução e a sua situação actual, bem como a sua natureza. São abordadas também 
algumas variantes do jogo Hex. 
 O 2º capítulo trata essencialmente da estratégia do jogo Hex, o que vai permitir 
perceber melhor a forma de jogar este jogo, 
 IX 
 O 3º capítulo destina-se a demonstrar matematicamente, e de formas diferentes, 
que o jogo Hex nunca acaba com empate. Entre estas demonstrações está uma que 
utiliza o Lema de Sperner. Além disso, neste capítulo, demonstra-se ainda que o 
primeiro a jogar está na posse de uma estratégia vencedora. 
 Por fim, no 4º capítulo, utiliza-se a ausência de empate no jogo Hex para provar 
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. 
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CAPÍTULO I – O JOGO HEX 
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CAPÍTULO 
1 
 O JOGO HEX 
 
O tabuleiro do Hex é uma construção de “mosaicos” hexagonais adjacentes uns 
aos outros, com n linhas e m colunas. Normalmente mn  , e assim a disposição desses 
hexágonos forma um losango, como o que a figura ilustra. Este estudo vai incidir 
somente sobre este tipo de tabuleiros onde mn  . 
O tabuleiro que reúne hoje o consenso dos praticantes e que é habitualmente 
utilizado tem as dimensões de 11 por 11, tal como o da figura, mas podem ser utilizados 
tabuleiros de menores ou maiores dimensões, tendo sempre em conta que tabuleiros 
pequenos conduzem a jogos muito previsíveis, e demasiado grandes a jogos muito 
demorados. Os exemplos neste estudo, e caso não haja especificação em contrário, serão 
sempre referentes a tabuleiros 1111 .  
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
Cada um dos dois jogadores possui lados opostos do tabuleiro. Cada um tem um 
número ilimitado de peças. Um deles jogará com as negras e o outro com as brancas (as 
peças poderão ser de qualquer cor). Para facilitar a linguagem, designaremos por 
jogador negro o jogador que tem as peças negras e, analogamente, chamaremos jogador 
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branco àquele que tem as peças brancas. O objectivo do jogador negro é unir o fundo 
esquerdo ao topo direito, com peças negras, e o objectivo do jogador branco é unir o 
fundo direito ao topo esquerdo, com peças brancas. Ou seja, o jogador com as peças 
negras tem de unir as duas margens do tabuleiro que correspondem aos pontos cardeais 
NE e SO (margens com os números), e o jogador com as peças brancas tem de unir as 
duas margens do tabuleiro que correspondem aos pontos cardeais NO e SE (margens 
com as letras). A notação alfanumérica do tabuleiro é usada para descrever as células no 
jogo Hex. Por exemplo, o hexágono central é designado por F6 e o hexágono que tem a 
peça negra na figura seguinte é designado por C4.  
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
Os quatro hexágonos dos cantos, nas extremidades das duas cores (as células 
A1, A11, K1 e K11), podem ser usadas por ambos os jogadores para estabelecer a 
ligação.   
 
1.1. REGRAS DO JOGO 
As regras são de uma simplicidade impressionante. Como já foi referido, este 
jogo é disputado por dois jogadores que dispõem de peças de cores diferentes e detêm 
os lados do tabuleiro que se apresentam à frente da sua cor. Inicialmente o tabuleiro 
encontra-se vazio.  
Os jogadores, alternadamente, colocam uma peça da sua cor num hexágono 
livre. Neste jogo não há capturas, preenchendo-se sequencialmente o tabuleiro de peças. 
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 O objectivo de cada jogador é estabelecer uma cadeia ininterrupta de peças suas 
unindo os seus lados do tabuleiro, ou seja, o jogo é ganho quando um dos jogadores 
conseguir formar com as suas peças, um caminho que una as suas duas margens 
paralelas. Aparentemente parece fácil. No entanto, como em muitas outras situações, as 
aparências iludem…  
A figura seguinte ilustra o fim de um jogo que foi ganho pelo jogador negro, 
cujos lados estão ligados por uma corrente de peças negras. 
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
Iremos abordar, noutros capítulos, alguns resultados importantes da teoria deste 
jogo e que nos ajudam a percebê-lo melhor. Por exemplo, chegaremos à conclusão de 
que este jogo nunca pode terminar empatado, ou seja, tem de haver sempre um (e só 
um) vencedor.  
Outro resultado importante da teoria deste jogo, que se deve a John Nash, e que 
também iremos abordar em capítulos posteriores, é o facto de que o primeiro a jogar 
tem ao seu dispor uma estratégia vencedora, apesar de não se conhecer essa estratégia 
para tabuleiros superiores a 7x7, tendo assim o primeiro jogador uma enorme vantagem 
em relação ao outro. Para reduzir esta vantagem inicial do primeiro jogador, é 
implementada uma regra adicional que consiste em dar ao jogador que faz a segunda 
jogada (ou seja, no seu primeiro lance) a possibilidade de, em vez de ocupar um dos 
hexágonos livres com uma peça sua, trocar de cor com o seu adversário, roubando deste 
modo a jogada do primeiro e mudando de cor com o adversário. Esta regra, que 
designaremos por regra do equilíbrio, garante que o primeiro jogador não detenha, à 
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partida, uma enorme vantagem, pois não poderá fazer uma jogada demasiado forte e 
permite, deste modo, que a luta fique equilibrada. Isto é, ao efectuar a abertura do jogo, 
o primeiro jogador terá que considerar a hipótese de a sua peça ser substituída por uma 
do adversário. Ou seja, terá que avaliar se deve colocar a sua primeira peça na posição 
que considera óptima correndo o risco de a ver substituída, ou se deve optar por colocar 
a sua primeira peça noutra posição menos vantajosa, vendo o adversário ocupar uma 
melhor posição, mas ficando com a sua peça no tabuleiro. 
Como já referimos, demonstrou-se que existe uma estratégia vencedora para o 
primeiro jogador. No entanto apenas se conhece essa estratégia para tabuleiros 
inferiores a 8 por 8. 
Não está convencionada nenhuma cor prioritária, pois qualquer cor pode 
começar a jogar. Pode-se decidir quem é o primeiro elemento a jogar, através do 
lançamento de uma moeda (cara ou coroa), por mútuo acordo, ou pelos resultados de 
jogos anteriores (por exemplo, quem ganha é o primeiro a jogar no desafio seguinte). 
 
1.2. HISTÓRIA DO JOGO 
Este jogo, de profunda subtileza, foi inventado por Piet Hein, matemático, físico 
e poeta dinamarquês. O jogo foi dado a conhecer pela primeira vez, ao público em geral, 
a 26 de Dezembro de 1942, através de um artigo do próprio Hein para o jornal diário 
dinamarquês “Politiken”, no qual ele descreve um jogo chamado Polígono. O tabuleiro 
de 11 por 11 e as regras descritas são idênticos às do jogo Hex de hoje. Nos anos que se 
seguiram, este jogo adquiriu grande popularidade na Dinamarca, de tal forma que os 
jornais publicavam problemas sobre Hex, como se publica hoje problemas de xadrez, e 
até eram vendidos impressos para jogar este jogo com caneta. 
Em 1948, o matemático norte-americano John Nash (imortalizado, através de 
Russel Crowe, no filme: ”Uma mente brilhante”) e sem ter conhecimento da invenção 
de Piet Hein, inventou de novo este jogo, enquanto preparava o seu doutoramento em 
Princeton, nos Estados Unidos da América. Daí que este jogo também tenha sido 
conhecido por John e por Nash (em sua honra). De salientar que John Nash foi 
galardoado em 1994 com o prémio Nobel da Economia, por ter sido pioneiro na análise 
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de equilíbrio, na teoria de jogos não competitivos. Este jogo esteve sempre entre os 
favoritos dos estudantes da matemática (alguns até o jogavam nos mosaicos hexagonais 
das casas de banho), mas foi um artigo de Martin Gardner, para a revista americana 
“Scientific American” que, nos finais dos anos 50, o mostrou a um público mais vasto. 
No início dos anos 50, a empresa “Parker Brothers” começou a comercializá-lo com o 
nome de Hex, nome esse que vingou até hoje. Provavelmente foi este facto, juntamente 
com o popular artigo de Gardner, que levou este jogo à fama.  
Em 1953, Claude Shannon criou uma máquina analógica do jogo Hex com uma 
jogabilidade bastante aceitável, antevendo assim as suas capacidades no formato digital. 
Em 1985, Peter Arnold percebeu que o jogo era um sério candidato ao formato 
informático. 
Em 1968, Piet Hein comercializou o jogo com o nome “Con-tac-tix”, vendendo-
-o num tabuleiro de madeira 12 por 12, em forma de diamante, com buracos no centro 
dos hexágonos, nos quais as peças eram colocadas. Tem sido comercializado por um 
vasto número de empresas de jogos, ao longo dos anos, e é muitas vezes vendido como 
jogo de lápis e papel em diagramas 11 por 11. Um jogo assim foi publicado na revista 
“Four Connections” de 1974.  
O jogo Hex tem constantemente captado a atenção dos mais conceituados 
investigadores matemáticos, levando-os a algumas conclusões interessantes. 
Houve, recentemente, um ressurgimento de interesse no jogo Hex através de um 
crescente número de entusiastas que o propagaram via Internet. No capitulo final, será 
facultada uma lista de websites que fornecem jogos on-line e outros materiais 
relacionados com o jogo, assim como alguns fóruns. 
 
1.3. NATUREZA DO JOGO 
Se tivermos em conta os termos definidos por Melvin Dresher, na sua obra 
“Jogos de estratégia – teoria e aplicações” [1961], podemos classificar o jogo Hex como 
um jogo de estratégia, determinista, finito, de soma-zero para duas pessoas. Esta última 
designação justifica-se porque, num ambiente competitivo, regulado por um conjunto de 
regras, dois adversários disputam o jogo, apenas fazendo “pagamentos” um ao outro 
 16 
(um ganha e o outro perde). Trata-se de um jogo de estratégia, uma vez que é formulado 
um plano, de modo a orientar todo o jogo no sentido de o ganhar. Este é um jogo no 
qual cada adversário joga alternadamente e onde, em cada jogada, se está 
completamente a par das anteriores. Para além disso, os jogadores estão perfeitamente 
informados da jogada corrente e das possíveis jogadas futuras, daí que se classifique 
também este jogo como determinístico ou de informação perfeita. Este jogo tem ainda 
um número finito de jogadas e um número finito de hipóteses disponíveis para cada 
jogada. 
Mais tarde [1987], Sérgio Antoy remeteu o jogo Hex para o subgrupo dos “jogos 
de tabuleiro posicionais”, ou seja, jogos nos quais cada jogador alterna a sua vez de 
jogar colocando uma peça no tabuleiro. 
Segundo Michael Keller, o jogo Hex pode também ser classificado como um 
“jogo abstracto” de “pura estratégia para dois”, sem elementos opcionais, sem 
informação escondida e com jogadas alternadas (não simultâneas)” [1998]. 
David Parlett coloca o jogo Hex no contexto da história geral dos jogos de 
tabuleiro, como pertencente à classe dos “jogos de espaço” e na subclasse dos “jogos de 
ligação linear” [1999]. 
Todos eles classificam o jogo Hex de uma forma correcta, embora utilizem, por 
vezes, critérios diferentes para essa classificação. Contudo, em alguns aspectos, o jogo 
Hex reúne consenso: quanto à sua clareza, complexidade e determinismo. 
 
1.3.1. CLAREZA 
Se o valor de um jogo fosse calculado, confrontando o seu fundo estratégico 
com a complexidade das suas regras, então o jogo Hex seria extremamente valioso. É 
extraordinariamente complexo, embora as suas regras sejam das mais simples entre 
todos os jogos existentes. 
Este conceito de clareza tem essencialmente a ver com a segurança de cada 
jogador no planeamento de estratégias: no jogo Hex todas as peças têm valor uniforme, 
e é possível, muitas vezes, planear cerca de 5 jogadas com razoável segurança. Esta 
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clareza torna o jogo bastante interessante, uma vez que, segundo Robert Abbot "a 
intensidade de um jogo não depende somente do tamanho do seu esquema, mas também 
do quão longe um jogador consegue ver nesse esquema”. 
Podemos também estabelecer uma analogia entre o jogo Hex e um circuito 
eléctrico, uma vez que a fórmula ”corta/liga” deste jogo é facilmente entendida, pois 
cada jogador ou completa a sua ligação (liga), ou é impedido de o fazer (corta). 
Alguns jogos derivaram do Hex, tais como “Havanah”, mas as suas regras são 
mais complexas, o que deturpa de alguma forma a sua clareza. 
 
1.3.2. DETERMINISMO 
O acaso não faz parte do jogo Hex. Ambos os jogadores têm perfeita noção do 
jogo e, uma vez colocada uma peça, esta permanece nessa posição até ao fim do jogo. 
Mas não confundamos acaso com sorte, pois esta já pode estar envolvida. Isto acontece 
quando um jogador faz uma jogada não intencional, para lá do seu conhecimento do 
jogo, que mais tarde possa vir a ser-lhe favorável. Mas os bons jogadores depressa 
desenvolvem um instinto, para detectar as consequências de qualquer jogada. 
 
1.3.3. COMPLEXIDADE 
Uma solução (estratégia vencedora) para o jogo Hex vem sendo objecto de 
investigação, há mais de meio século. Este facto deve-se sobretudo ao elevado número 
de combinações possíveis do jogo. 
O jogo Hex, jogado em tabuleiros de maiores dimensões, é comparado ao jogo 
Go, outro jogo que é notoriamente difícil de analisar em termos de complexidade. 
Vamos então definir alguns conceitos básicos. 
A chamada “posição válida” é a combinação de peças negras e brancas, 
dispostas no tabuleiro, que possam ter surgido durante uma sucessão de jogadas 
normais. 
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Uma posição válida é única, se for diferente de qualquer outra por rotação. 
Uma posição chama-se válida se: 
 a diferença de peças pretas e brancas no tabuleiro for zero ou um; 
 se houver hipóteses de as duas partes ganharem, o jogo termina 
imediatamente após a jogada vencedora. 
(O tabuleiro vazio é considerado posição válida). 
A figura seguinte mostra-nos, como exemplo, as dezassete posições únicas 
válidas e duas não válidas num tabuleiro 22 . Convém assumir que o jogador negro 
joga primeiro. 
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
B
A
2
1
 
Os dois últimos tabuleiros são ilustrativos de posições não válidas pois não é 
possível terem surgido durante uma jogada normal. O jogador negro teria ganho à 
terceira jogada de cada um destes tabuleiros, tornando inútil a quarta jogada do jogador 
branco. 
John Tramp definiu que o número total de posições únicas “U” para qualquer 
tabuleiro nn  é: 
2
SX
U

 . 
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Para perceber como chegamos aos valores de X e S, convém referir que à jogada 
i existem 





2
i
 de peças do primeiro jogador para 





2
i
 de peças do segundo jogador no 
tabuleiro, onde 





2
i
 representa o menor número inteiro superior ou igual a 
2
i
, e  





2
i
 
representa o maior número inteiro inferior ou igual a 
2
i
. 
Os valores X  e S  podem ser calculados da seguinte forma: 
 
 
 





















 










2
0
22
2
2
2
n
i i
in
i
n
X                 e           
 














 










4
0
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22
n
i i
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S  , 
Mas se n  for ímpar, então: 
       











 










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


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
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


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
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
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



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


 










1
4
0
22
4
0
22
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1
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n
i
n
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i
n
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i
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O valor deste cálculo dá-nos o número total de posições únicas num tabuleiro 
nn , onde podem estar contidas posições não válidas, nas quais uma jogada continuou 
depois de uma vitória. Contudo, é um excelente indicador da complexidade que pode 
haver num tabuleiro de dimensões predefinidas. 
Ora confirmemos, através desta fórmula, a existência de 19 posições únicas num 
tabuleiro 22 : 
3516261241
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 321
1
1
1
2
0
2
0
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














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




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

S  
Logo 19
2
38
2
335
2





SX
U  
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Uma estimativa do limite de posições únicas válidas é dada por 




2
3
2n
, tendo 
em conta que, em cada ponto, possam existir 3 estados: vazio, negro ou branco. No 
entanto, esta aproximação exponencial dá-nos uma estimativa sobrevalorizada e deve 
ser usada apenas em casos onde não é aplicável uma fórmula mais exacta. Esta 
estimativa para tabuleiros 22  seria de     412812323
422




 , portanto longe 
das 19 definidas pela fórmula de John Tramp. 
O número exacto de posições únicas válidas é de 2 para n=1: como os tabuleiros 
11  só têm uma célula, estas duas posições únicas válidas são com o tabuleiro vazio ou 
com uma peça negra (pois assumimos que o jogador negro era o primeiro a jogar). O 
número de posições únicas válidas é de 17 para tabuleiros 22  (como já vimos), é de 
2844 para tabuleiros 33 , e é de 4835833 para tabuleiros 44 .  
O limite mais alto de posições válidas num tabuleiro standard  1111  é 
praticamente 561038,2  , e para um tabuleiro de 1414  aumenta para aproximadamente 
921014,1  . Este nível de complexidade de combinações compromete seriamente a 
jogabilidade, tanto para o jogo como para os jogadores, no computador. O esquema 
completo é demasiado grande para ser processado pelas técnicas standard de 
processamento, mesmo para tabuleiros de tamanhos médios, por isso, têm que se 
adicionar outros métodos para apurar o esquema. 
 
1.4. TIPOS DE TABULEIRO 
O jogo Hex pode ser jogado em vários tipos de tabuleiro. Os tipos de tabuleiros 
descritos nesta secção são apenas representações diferentes do mesmo jogo, e não 
alteram, de modo nenhum, a sua forma actual de jogar.  
Alguns jogadores consideram a forma em losango do tabuleiro uma 
representação inferior, visto este possuir dois tipos de cantos (agudo e obtuso), o que faz 
com que os extremos dos cantos agudos estejam mais afastados do centro do que 
quaisquer outros pontos extremos à volta do tabuleiro. Porém, isto vai um pouco mais 
além da questão estética. O facto de existirem dois tipos de cantos faz aumentar o 
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campo estratégico do jogo, tornando-o mais rico pelas características do próprio 
tabuleiro, em detrimento da manipulação de regras. 
 
1.4.1. TABULEIRO DE TAMANHO VARIÁVEL 
Embora o tamanho 11x11 seja o mais vulgarmente utilizado, o jogo Hex pode 
ser disputado em qualquer tabuleiro nn . A variação de tamanho para um dado 
jogador depende da sua experiência; os principiantes poderão preferir aprender o básico 
num tabuleiro mais pequeno, enquanto que os mais conhecedores geralmente preferem 
tabuleiros de maior dimensão, que podem ir até ao de 26x26. 
O mais pequeno tabuleiro Hex é o trivial 1x1, como está ilustrado à esquerda da 
próxima figura. O jogo Hex, jogado neste tabuleiro, não tem qualquer interesse, uma 
vez que está limitado a apenas uma jogada. O segundo a jogar não chega a colocar uma 
peça pois, quando chega à sua vez, o jogo já acabou.  
P
 
O tabuleiro 2x2, também com pouco interesse, é o tamanho mínimo em que 
ambos os jogadores têm garantida uma possibilidade de resposta. No entanto, o jogo 
acaba na segunda jogada de um dos jogadores. O mais pequeno tabuleiro que garante 
algum interesse para jogar é o 3x3, à direita na figura. Permite um total de 2843 
posições únicas válidas e contém um ponto interior “P”. 
Todos os tabuleiros do jogo Hex já foram solucionados até ao tamanho 7x7 
[Enderton 1995], isto é, já existe uma estratégia vencedora do jogo Hex para tabuleiros 
até esta dimensão; daí não haver interesse para os conhecedores do jogo em tabuleiros 
inferiores a 8x8. Os tabuleiros mais pequenos são usados, por norma, para funções de 
ensino do jogo, ou para estabelecer estratégias a aplicar em tabuleiros maiores. 
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O tamanho 11x11 foi o convencionado universalmente. Todas as estratégias 
descritas aqui referem-se a este tamanho mas podem ser aplicadas a tabuleiros maiores. 
É muito comum o tamanho 14x14 ser o escolhido pelos jogadores mais 
experientes. Este formato reduz a vantagem do primeiro jogador e permite um jogo mais 
complexo, mas não é propício a jogos de tipo maratona, onde são mais usados os 
tabuleiros 17x17 ou 19x19. 
Regra geral, quanto maior for o tabuleiro, maior é o espaço de manobra para 
enfrentar uma ameaça; desta forma, cada jogada é menos decisiva, o que torna o jogo 
mais suave. Contudo, isto pode ser levado a extremos, se pensarmos no formato 26x26. 
Este é o limite máximo conhecido para um tabuleiro Hex, até porque é, inclusivamente, 
o máximo que permite uma notação lateral alfanumérica. Este formato torna-se 
impraticavelmente grande, visto o cálculo do seu limite superior de posições válidas ser 
de 322107,1  . Este tabuleiro destina-se a jogadores ambiciosos, com muito tempo livre.  
Normalmente, um jogo é resolvido antes de ter uma terça parte do tabuleiro 
coberto, mas pode acontecer ser necessário ocupar metade do tabuleiro ou mais. Num 
tabuleiro 11x11, a média de jogadas estimadas é de cerca de 40, enquanto que para um 
tabuleiro de 26x26 são precisas mais de 200. 
 
1.4.2. TABULEIRO EM FORMA DE DIAMANTE 
O tabuleiro do jogo Hex é frequentemente representado por uma grelha em 
forma de diamante composta por triângulos equiláteros, como nos mostra a figura. 
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O jogo decorre nas intersecções interiores das linhas, tal como no jogo GO. Não 
há, de facto nenhuma diferença entre jogar nesta grelha ou num tabuleiro de mosaicos 
Hex. 
O diagrama em forma de diamante é mais fácil de representar, sendo por isso o 
preferido para jogar com papel e caneta. Tem também a vantagem de destacar mais as 
ligações ponto por ponto, através da união de pontos adjacentes. 
 
1.4.3. O DIAGRAMA QUADRADO 
O diagrama quadrado é semelhante ao tabuleiro em forma de diamante, à 
excepção de que, os pontos foram alterados de forma a tornar paralelas linhas e colunas 
com os eixos respectivos. Este formato é mais fácil de desenhar do que qualquer um dos 
anteriormente referidos, mas empobrece o jogo do ponto de vista estético. Foi usado 
com a designação Polygon em 1974 [Finn 1998].  
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O diagrama quadrado constituirá uma boa transição de jogadores de GO, uma 
vez que estão familiarizados com este formato mas, para os jogadores de Hex, torna-se 
confuso e pouco apelativo. 
 
1.4.4. JOGO DE GALE JOGADO NOS VÉRTICES 
O jogo Hex pode ser comparado ao jogo de Gale Jogado nos Vértices. Na 
realidade, este jogo é, em todos os aspectos, um jogo análogo ao Hex, pois o tabuleiro 
deste pode ser descrito como um esquema em rede do jogo Gale. O que é então o jogo 
de Gale Jogado nos Vértices? É uma versão um pouco mais complexa de um outro jogo 
que se chama “jogo das manobras”, inventado por Claude Shannon. 
 
1.4.4.1. “O JOGO DAS MANOBRAS”DE SHANNON  
Imaginemos um grafo com dois vértices distintos “S” e “S´”, como demonstra a 
figura: 
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Imaginemos agora um jogo que se disputa entre dois adversários e onde o 
jogador L (Liga) tenta estabelecer ligação entre S e S’, enquanto que o jogador C 
(Corte) tenta impedir que se estabeleça essa ligação (tenta criar um corte).  
Cada segmento do grafo encontra-se entre dois vértices e pode estar em três 
estados: indefinido, cortado ou ligado, tal como mostra a figura:  
 
Uma extremidade que seja completamente cortada desliga os seus vértices e uma 
que seja ligada une-os solidamente. 
Pode ser jogado de duas formas distintas: nos segmentos ou nos vértices do 
diagrama.  
a) Jogar nos segmentos 
As regras para jogar nos segmentos são demonstradas na figura que se segue. 
O jogador C remove um segmento indefinido na sua vez de jogar, e o jogador L 
reforça, por sua vez, um segmento indefinido. O jogo alterna-se entre os dois jogadores.  
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A figura seguinte mostra uma sequência completa de jogadas num grafo simples. 
O jogador L joga primeiro e vence o jogo.  
 
b) Jogar nos vértices 
O “jogo das manobras” de Shannon pode também ser jogado nos vértices. O 
formato com o qual o jogo é descrito quando jogado nos segmentos é o mesmo, mas 
com a alteração que a próxima figura demonstra. Neste caso, os jogadores escolhem um 
vértice por jogada, em vez de um segmento. É como se cada segmento passasse a ser 
composto por duas metades.  
Ligação:
Corte :
 
Todos os “meios segmentos iniciais” que contenham vértices do jogador C 
(corte) são retirados, enquanto que os meios segmentos que contenham vértices do 
jogador L (ligação) são solidificados. 
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1.4.4.2. “JOGO DE GALE” 
Uma versão do “jogo das manobras” de Shannon está patente nas figuras 
seguintes.  
SS
S' S'
 
Este jogo pode ser jogado nos segmentos, figura anterior, ou nos vértices, figura 
seguinte, e é conhecido por jogo de “Gale” em honra do seu inventor, David Gale. 
S'
S
 
O jogo começa com todos os vértices da linha superior unidos solidamente ao 
vértice S e todos os vértices da linha inferior unidos ao S´. Desta forma, o jogador L 
necessita, unicamente, de ligar qualquer vértice da linha superior com qualquer vértice 
da linha inferior para ganhar o jogo.  
Este jogo de “Gale” jogado nos vértices é análogo ao jogo Hex, pois, como já 
dissemos, ele permite-nos descrever o jogo Hex como um esquema em rede do ”jogo 
das manobras” de Shannon. Ora vejamos a seguinte figura, que nos mostra um tabuleiro 
Hex 5x5 e, ao lado, o mesmo jogo no esquema em rede de Shannon.  
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 Repare-se que o tabuleiro do jogo no esquema em rede de Shannon é composto 
por vértices principais (pontos negros) e vértices secundários (pontos brancos). Os 
jogadores podem escolher um dos vértices principais em cada jogada. Os vértices 
secundários servem de pontos intermediários e estão lá apenas para fazerem a divisão 
dos meios secundários (no ponto médio dos segmentos que unem dois vértices 
principais) e não para serem jogáveis.  
Mais uma vez, as ligações, estabelecidas entre cada vértice do topo esquerdo até 
ao vértice S e as estabelecidas, de igual modo, no fundo à direita, indicam que o jogador 
L (liga) só tem de limitar-se a unir um único vértice de cada uma das extremidades para 
ganhar. 
De igual modo, o jogador C (corte) tem apenas que fazer uma interrupção entre 
um único vértice de cada um dos lados para ganhar. 
 
1.5. TERMINOLOGIA ASSOCIADA AO JOGO HEX 
1.5.1. ADJACÊNCIA 
Duas células de tabuleiro Hex são adjacentes se partilharem um lado comum. Na 
figura que se segue, as células adjacentes ao ponto P estão marcadas a cinzento e vamos 
designá-las por vizinhos imediatos de P. 
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Duas peças estão adjacentes ou “em contacto” se ocuparem células adjacentes, 
tal como as peças a e b da figura. As peças c e d estão sem contacto e separadas por um 
passo no ponto q. Se o jogador branco colocar uma peça na célula q, irá dificultar a 
ligação entre c e d para o jogador negro. 
 
1.5.2. DISTÂNCIAS NA GRELHA 
A distância entre dois pontos  ji pp ,  e  ji qq , , na grelha do jogo Hex, é o 
número mínimo de vizinhos adjacentes que têm de ser atravessados, de forma a atingir 
um ponto a partir do outro. Esta distância pode ser calculada com base em 
 jijihex dddddist  ,,max  onde iii pqd   e jjj pqd  .  
Por exemplo: 
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Verifiquemos qual o número mínimo de vizinhos adjacentes que têm de ser 
atravessados de modo a atingir o ponto F10 a partir do ponto D7. Cinco jogadas seriam 
necessárias para uma peça se deslocar da célula D7 para F10. Reparemos: se 
associarmos a letra A ao 1, a letra B ao 2 e por aí fora, queremos saber qual o número 
mínimo de vizinhos adjacentes que têm de ser atravessados do modo a atingir o ponto 
 10,6  a partir do ponto  7,4 . Temos: 
246  iii pqd   
3710  jjj pqd  
    55,3,2max,,max  jijihex dddddist  
Ora vejamos o exemplo seguinte que nos mostra distâncias na grelha 
(hexagonal), baseadas em jogadas efectuadas a partir da peça central. Estas distâncias 
indicam o número de jogadas necessárias para chegar a cada um desses pontos. 
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1.5.3. CADEIAS 
As peças em pontos adjacentes, no tabuleiro Hex, dizem-se “em contacto” ou, de 
modo mais simples, chamam-se peças adjacentes. Os conjuntos de peças adjacentes da 
mesma cor são chamadas cadeias. Então, designamos por cadeia o conjunto máximo de 
peças da mesma cor ligadas entre si. 
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Sendo impossível separar peças adjacentes da mesma cor, podemos considerar 
cada cadeia como unidade única. Este facto aumenta a capacidade de análise do 
tabuleiro Hex, visto reduzir o número de elementos a analisar: basta analisar o número 
total de cadeias e não o número total de peças no tabuleiro. Por exemplo, se 
observarmos a cadeia da figura anterior, chegamos à conclusão que foi o jogador negro 
que ganhou o jogo, uma vez que construiu uma cadeia que une as suas duas margens.  
Em termos de análise de um tabuleiro Hex, peças isoladas e peças colocadas nos 
lados do tabuleiro são considerados casos especiais. 
As cadeias são marcadas com os caracteres minúsculos de a a z a negrito. Um 
conjunto de pontos de cadeias é representado por parêntesis curvos (a, b,…) ou por um 
carácter maiúsculo (C).. As posições num tabuleiro vazio são marcadas por caracteres 
minúsculos p…z. Um conjunto de posições vazias num tabuleiro representa-se por 
chavetas {p, q,…}. Quando se fala em conjunto de pontos vazios da ligação referimo-
nos ao conjunto de pontos necessários para estabelecer uma ligação. 
 
1.5.4. CONECTIVIDADE 
Para compreender o jogo Hex, é essencial entender a conectividade entre peças 
numa grelha hexagonal. 
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A conectividade entre dois pontos ou duas cadeias é o número de jogadas 
necessárias para garantir a ligação. 
Duas peças ou cadeias consideram-se ligadas em n se puderem ser unidas com 
uma ligação quando se encontram isoladas. Uma ligação considera-se segura se n=0. 
Todas as outras ligações são não-seguras, pois valores mais altos de n indiciam ligações 
mais fracas. O isolamento é fundamental pois, de outra forma, duas ligações seguras 
podiam sobrepor-se no mesmo ponto, tornando-se assim não-seguras. 
A seguinte figura mostra-nos várias situações de conectividade. 
ts
fh
e i
i
p
gd
c
d
c
b
a
q
r
(i) (ii) (iii)
 
A 1ª situação mostra-nos um par de peças de valor 1 separadas pelo ponto p. O 
jogador branco necessita de uma jogada para completar uma ligação segura entre a e b. 
O ponto vazio nesta configuração é {p}. 
Na 2ª situação, as duas cadeias c e d estão ligadas com valor 0, visto que o 
jogador negro não tem nenhuma sequência de jogadas que possa separá-las: se o 
jogador negro jogar em q ou em r, o jogador branco pode jogar no ponto vazio que 
restar (em r ou em q respectivamente) e completa a ligação. O conjunto de pontos {q,r} 
é o conjunto de pontos vazios nesta ligação. A 3ª situação é ilustrativa do conceito de 
conectividade acumulada. A peça f está ligada à peça g com o valor 1 e a peça g está 
ligada à h com o mesmo valor, por isso a conectividade entre f e h é 2 visto estarem 
dispostas em série. Deste modo, o jogador branco iria necessitar de duas jogadas para 
garantir uma ligação segura entre f e h. 
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1.5.5. PONTES 
Duas peças podem não ser adjacentes e serem da mesma forma seguras, se 
formarem o padrão representado na seguinte figura. 
b1
b2
p a1
a2
q
(iii)(i) (ii)
 
Os pontos vazios p e q formam o duo que garante a segurança da ponte. Se o 
jogador branco jogar no ponto p com a jogada 1a , então o jogador negro pode 
completar a ligação, jogando no ponto q, através da jogada 1b . Em alternativa, se o 
jogador branco jogar no ponto q, com a jogada 2a , então o jogador negro completa a 
ligação, com a jogada 2b . A ponte de ligação é segura quando considerada isolada. 
As duas peças negras estão então ligadas com valor zero. 
Para quebrar esta ligação, o adversário deverá ocupar os pontos vazios p ou q. 
Para tal, deverá fazer uma jogada ameaçadora em outro ponto do tabuleiro, com o 
intuito de obrigar o outro jogador a distrair-se dessa ligação, no mínimo por uma 
jogada. A ponte não é tão segura como uma ligação adjacente, mas pode, de um modo 
geral, considerar-se segura. 
A figura seguinte mostra como se pode delinear elos para estabelecer, de forma 
explícita, as ligações entre peças. 
(ii)(i)
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A figura da esquerda mostra peças ligadas através de lados comuns. A figura da 
direita mostra a ponte que é feita através de dois pontos adjacentes, e por onde ela passa. 
Este delineamento é útil para analisar ligações entre peças.  
As pontes permitem um aceleramento de ligações ao longo do tabuleiro, o que 
diminui ligeiramente a segurança das ligações. Note-se como esta jogada evolui apenas 
com três movimentações. Consegue-se mesmo atingir distâncias maiores num tabuleiro 
vazio, se combinarmos passos destes, em vez de jogadas adjacentes. 
 
Daí que a grelha hexagonal seja a escolha mais acertada uma vez que permite 
estas pontes, o que não aconteceria se a grelha fosse, por exemplo, quadrada. Para além 
disto, a grelha hexagonal não permite que o jogo fique empatado, como iremos ver mais 
à frente, e a regularidade dos seus mosaicos permite um maior número de “vizinhos” e 
assim um maior potencial de ligações, tornando este jogo muito mais interessante. 
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CAPÍTULO II – ESTRATÉGIA DO JOGO HEX 
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CAPÍTULO 
2 
ESTRATÉGIA DO JOGO HEX  
 
A estratégia envolve o posicionamento exacto das peças no tabuleiro. É 
essencial para o jogo Hex, visto que a decisão de vitória ou derrota depende da 
conectividade entre peças. 
 
2.1. EXPANSÃO ATRAVÉS DE PONTES 
Visto que as pontes ocupam o dobro da distância no tabuleiro, em relação às 
jogadas adjacentes, elas permitem ao jogador obter o dobro da rapidez. Embora possam 
ser ameaçadas por uma jogada próxima (ameaça essa que uma resposta imediata 
resolve, como a seguinte sequência de figuras ilustra), as pontes são, na maior parte dos 
casos, tão boas ou melhores que uma jogada adjacente, sendo por isso um elemento 
fundamental na estratégia do Hex.  
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
´ 
 37 
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
Vejamos os exemplos das seguintes figuras. Quatro jogadas adjacentes, a partir 
do hexágono central, cobrem apenas metade da distância de quatro pontes do mesmo 
hexágono. 
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
 
2.2. MAXIMIZAR A CONECTIVIDADE / MINIMIZAR AS CAPACIDADES DO 
ADVERSÁRIO 
A força da posição de um jogador no tabuleiro baseia-se na conectividade das 
suas peças ao longo do tabuleiro. 
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Isto pode determinar-se calculando quantos passos (peças a colocar) o jogador 
necessita para criar uma cadeia ininterrupta entre os seus lados. As peças adjacentes ou 
as pontes contam apenas como um passo para efectuarmos este cálculo. 
A melhor conectividade implica a vitória para o jogador (zero passos) e a pior 
implica a derrota (o adversário precisa de zero passos) e, enquanto o desfecho do jogo 
não é decidido, a conectividade encontra-se algures entre estes extremos. 
A lei fundamental da estratégia do Hex é que a posição de um jogador deve ser 
tão boa como a do elo mais fraco da sua ligação ao longo do tabuleiro. A cada jogada, o 
jogador deve tentar fortalecer o seu elo mais fraco e destruir o elo mais fraco do seu 
adversário. Qualquer jogada que atinja ambos os objectivos é uma jogada forte. 
Por exemplo, a posição das peças, exemplificada na próxima figura, pode 
parecer mais favorável ao jogador branco, mas ambos os jogadores podem ganhar na 
próxima jogada, se for a sua vez. 
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O ponto p é obviamente o elo mais fraco da ligação mais forte do jogador 
branco. Jogando neste ponto, uniria as peças c e d ligando-as às pontes que se 
encontram ao longo do tabuleiro e que quase formam um caminho entre as suas duas 
margens. De uma forma menos óbvia, o ponto p é igualmente o elo fraco da ligação 
mais forte do jogador negro, e uma jogada para lá, arriscaria a unir, numa jogada futura, 
as peças a e b, dando a vitória a este jogador. 
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Este ponto-chave é o que cada jogador deve tentar assegurar, ou evitar que o seu 
adversário assegure. Esta é mais uma razão pela qual F6 é uma jogada de abertura tão 
forte: o elo mais fraco do primeiro jogador no início do jogo (de lado a lado) é dividido 
a meio. Se o segundo jogador responder com uma jogada próxima do centro, isso 
também fortalece os seus elos mais fracos. O primeiro jogador pode anular tal 
proximidade sem o seu domínio ser ameaçado. 
Quando nos aproximamos do fim do jogo, é comum as ligações de cada jogador 
estarem bem definidas, ao longo da maior parte do tabuleiro, mas de alguma forma 
ambíguas na região onde se cruzam. Esta região incerta é, invariavelmente, o elo mais 
fraco da melhor ligação de cada jogador e deve ser resolvida o mais depressa possível. 
Quem quer que seja que ganhe esta batalha, irá ganhar o jogo. 
Um perigo comum no Hex é a tendência para “ganhar a batalha, mas perder a 
guerra”. Pode ser satisfatório completar uma ligação numa zona de luta árdua, mas isto 
de pouco serve se não melhorar a posição geral do jogador. Pelo contrário, pode até dar 
ao adversário a oportunidade de colocar estrategicamente peças defensivas que irão ter 
um sério impacto no resto do jogo. 
 
2.3. BLOQUEIO INICIADO À DISTÂNCIA 
Uma forma de bloquear uma ligação do adversário é tentar jogar próximo da 
peça mais avançada do seu ataque. Contudo, a topologia do tabuleiro e a expansão das 
pontes facilitam o “flutuar” das peças do adversário à volta dos bloqueios. Geralmente, 
é mais eficaz preparar as jogadas de bloqueio a uma certa distância. 
A próxima figura ilustra-nos três situações diferentes de tentativa de bloqueio ao 
avanço do jogador branco e facilmente reparamos na importância do bloqueio à 
distância. A seta indica a direcção de ataque deste jogador branco. 
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Imaginemos que a cadeia de peças do jogador branco fica solidamente ligada ao 
seu lado do topo da direita, ameaçando agora ligar-se à extremidade do fundo à 
esquerda.  
Se o jogador negro tentar desviar o ataque do jogador branco (peça x) com a 
peça de bloqueio 1b , então o jogador branco pode contornar esta peça, jogando nos 
pontos livres à sua volta com a jogada 1c . 
Até mesmo um bloqueio não adjacente 2b  é inútil, visto que o jogador branco 
pode usar a ponte 2c , para uma vez mais contornar o bloqueio e continuar o ataque. A 
resposta à peça x do ataque do jogador branco, com a jogada 3b  é um bloqueio mais 
eficaz. A tentativa do jogador branco para contornar o bloqueio com a ponte 3c  pode 
ser anulada facilmente com a jogada 4b . O bloqueio defensivo 3b  é denominado 
“defesa clássica”. 
O ponto-chave desta estratégia é a de que os bloqueios feitos à distância têm ser 
feitos uma ou duas jogadas antes do ataque chegar a eles. Estes bloqueios são, por isso, 
mais flexíveis e podem reajustar-se a variações de ataque. O jogador que defende deve 
também ter em conta que as pontes alargam para o dobro as hipóteses do adversário, daí 
a necessidade de uma linha de defesa que cubra este ataque mais extenso. 
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2.4. POSICIONAMENTO DO JOGO 
O posicionamento do jogo pode ser uma mais-valia, quando o jogador necessita 
de seleccionar a melhor jogada num conjunto de jogadas equitativamente boas. Estamo-
-nos a referir a uma forma de jogo mais ponderada. 
As peças, colocadas ao longo do tabuleiro, que ocupam a diagonal mais curta 
entre os cantos obtusos constituem uma posição considerada muito forte. Permitem ligar 
os lados da mesma cor onde eles estão mais próximos, ao mesmo tempo que bloqueiam 
as peças do adversário. O ponto central (F6) é a jogada de abertura mais forte, dando ao 
primeiro jogador a hipótese de vencer.  
Isto cria fronteiras que se mostram vantajosas para ambos jogadores, 
principalmente porque uma jogada na diagonal mais curta impede o adversário de a 
tomar para si. O ponto F6 é especial, visto que exerce uma forte influência em todos os 
quatro cantos, daí o seu valor como jogada inicial. 
Jogar nas laterais da diagonal mais curta não é tão forte como jogar na diagonal 
em si. Uma jogada em direcção ao seu lado é defensiva, podendo rapidamente ligar-se a 
ele, mas corre o risco de ser cortada, se o adversário pretender preencher a diagonal 
nessa área. Por outro lado, uma jogada em relação ao lado do adversário pode ser 
demasiado agressiva e pode ser isolada e retirada de jogo, desperdiçando, deste modo, 
uma jogada. 
Os primeiros passos do jogo costumam caracterizar-se por jogadas bem 
espaçadas, minimizando a distância entre as peças de cada um, mas mantendo uma certa 
distância das peças do adversário, de forma a permitir executar um bloqueio sempre que 
necessário. Isto forma um quadro disperso de ligações que se vai compactando e 
esticando conforme o jogo vai progredindo. Vai-se jogando mais próximo das peças 
existentes (mais agressivamente) quando as ligações se tornam mais definidas. 
Este ponto de estratégia não é assim tão linear. Em muitos casos, é vantajoso 
jogar perto das jogadas iniciais do adversário, por exemplo, se jogar num ponto da 
diagonal, é prudente jogar no ponto adjacente da diagonal. Os jogadores mais 
experientes jogam, por vezes, muito próximo de forma a intimidar os adversários com 
este estilo mais agressivo. 
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Normalmente, é prudente manter alguma distância entre peças. Contudo, pode 
ser pouco sensato não responder à última jogada do adversário, o que exige jogar 
imediatamente a seguir à última peça colocada. Isto tem diversas vantagens, uma vez 
que pode interferir com a estratégia do adversário nessa zona, evitando que este 
adversário fique com mais território livre, ao reduzir-lhe hipóteses de movimento, e 
pode anular uma armadilha do adversário, se a intenção deste for criar uma jogada de 
escape. 
Há um risco de o jogador efectuar as suas jogadas concentrando apenas a 
atenção na sua ligação e ignorar a do adversário; por norma cada ligação é separada, 
quando a outra é completada. No entanto, o jogador deve lembrar-se que o seu 
adversário está a usar uma estratégia e ignorar a sua última jogada pode sair-lhe caro.  
 
2.5. JOGAR À DEFESA 
Se um jogador termina uma ligação entre os dois lados, o outro fica impedido de 
terminar a sua. Pelo contrário, se o adversário for impedido de completar a sua, ligação, 
então o jogador deverá ficar em posição de terminar a dele e ganhar. Isto quer dizer que 
uma boa jogada defensiva tem tantas hipóteses de garantir a vitória, de uma forma 
rápida, como uma jogada forte e agressiva. Uma estratégia muito importante é jogar 
defensivamente.  
As jogadas mais agressivas devem, regra geral, ser poupadas até às últimas fases 
do jogo, ou para quando um jogador procura intimidar o outro. Se um jogador estiver a 
perder, pode procurar mudar o estado do jogo com jogadas deste tipo. 
É possível jogar-se demasiado à defesa e ser “apanhado” numa disputa menor, 
perdendo o contacto com a ligação principal. O jogador deve aprender a ver para além 
da jogada que estabeleceu a ligação, tentando compreender o papel desta na ligação 
geral.  
Se nenhuma jogada se demonstrar boa, teoricamente, pode ser uma boa opção 
jogar onde o adversário pretendesse jogar, na próxima vez. Esta estratégia de despiste 
da próxima jogada do adversário é trivial, visto que melhora a posição do jogador, 
enfraquecendo a do adversário, tal como pode observar-se no seguinte exemplo: 
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Como se fizeram poucas jogadas e nenhum dos jogadores tem, ainda, nenhuma 
ligação ou estratégia definida, onde deverá o jogador branco jogar? 
À falta de quaisquer outras escolhas, o mais sensato para este jogador seria 
colocar a peça no ponto p. O jogador negro teria todo o interesse em colocar lá a sua 
peça, quando fosse a sua vez, para ligar a peça central 2 com a peça 4, assumindo uma 
boa posição de comando com a sua extremidade inferior.  
É apanágio do Hex conceder o jogo, quando já é óbvio o seu resultado. Devido à 
sua natureza determinística não haverá qualquer intervenção aleatória que possa salvar o 
jogador da derrota.  
Então quando é que sabemos que o jogo vai acabar? As regras estabelecem que 
um jogo é ganho quando um dos jogadores completa a ligação entre os seus dois lados. 
Contudo, esta condição torna-se de alguma forma redundante, se houver uma forte 
ligação de um dos jogadores, de tal forma invencível que é uma perda de tempo 
continuar o jogo. Na prática, o jogo acaba quando o jogador que está prestes a perder 
admite a sua incapacidade de enfrentar a invencível ligação do adversário. Desta forma, 
o momento exacto do fim do jogo é determinado pelas capacidades de antecipação de 
jogo dos dois intervenientes. 
Por exemplo, a seguinte figura ilustra uma situação onde o jogador branco já 
perdeu o jogo. 
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Por vezes, uma jogada pode parecer demasiado boa para ser verdade. Isto pode 
ser o culminar de uma linha desenvolvida inteligentemente pelo adversário, para o levar 
a uma armadilha. Muitos jogadores farão este tipo de jogada, mesmo que estejam a 
deixar outras jogadas ao adversário. Há uma tendência para assumir que o jogador não 
vai ver essas outras jogadas e que vai cair na armadilha. Uma grande jogada, com uma 
mínima falha, não é tão forte como uma jogada menor mas sólida, sem falhas. É sempre 
mais sensato partir do princípio que o pior vai suceder, mesmo quando se joga com 
jogadores menos experientes. 
De um modo geral, um jogador deve identificar a(s) melhor(es) linha(s), 
baseando-se na sua posição no tabuleiro, e tentar seguir pelo menos uma delas; 
identificar as ameaças e tentar impedir a sua concretização; e fortalecer e expandir a sua 
ligação, através de uma boa jogada posicional. Qualquer jogada que englobe estes três 
pontos, é uma boa jogada. 
 
2.6. ESCADAS 
 Com o desenrolar dos jogos, os jogadores irão deparar-se, mais cedo ou mais 
tarde, com uma parede de defesa construída pelo respectivo adversário. Chamemos 
Escadas (ou Escadas de Emergência) a este tipo de jogadas. Uma boa compreensão da 
forma de forçar as escadas ou escapar delas irá permitir ao jogador evitar tais impasses 
ou tirar benefícios deles. Daí que as Escadas também tenham o seu peso na Estratégia 
do jogo Hex. 
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 2.6.1. REGRAS BÁSICAS DAS ESCADAS 
 Uma escada surge quando um jogador está empenhado em forçar uma ligação a 
um dos lados do tabuleiro, mas é desviado pelo seu adversário numa distância 
constante, o que resulta numa sequência de movimentos paralelos a esse lado. 
 A figura seguinte mostra uma escada prestes a formar-se. 
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 O jogador branco é obrigado a mover-se para o ponto p, de modo a evitar uma 
derrota iminente. Isto torna-se, por si só, numa jogada forçada, e o jogador negro vê-se 
obrigado a dar a sua resposta no ponto q.  
 Se o jogador branco continuar a pressionar em direcção ao lado inferior direito, 
o jogador negro é forçado, para se defender, a mover-se ao longo desse lado, em cada 
jogada, o que o irá levar à situação explícita na figura seguinte. 
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 Aqui, o jogador branco jogou “ás cegas”, executando uma escada para benefício 
do jogador negro. 
 A coluna de uma escada consiste na distância que o atacante está do seu lado do 
tabuleiro; daí que a escada mostrada na figura acima se designe por escada de duas 
colunas. As escadas de duas colunas são a forma de escadas com maior probabilidade 
de atingir um dos lados e são geralmente as que constituem a maior ameaça. As escadas 
podem surgir em qualquer coluna, podendo ocupar mais de metade do tamanho do 
tabuleiro. Contudo, as escadas que surjam para lá da coluna 4 têm uma possibilidade 
muito pequena de se tornarem vantajosas para o atacante. 
 O defensor não tem que efectuar as suas jogadas numa linha direita, para escadas 
de 3 colunas ou mais, e pode afastar-se em direcção à extremidade, cujo efeito será uma 
escada de coluna (n-1) para cada jogada em direcção ao lado. A figura seguinte mostra o 
jogador negro a defender-se daquilo que, inicialmente, é uma escada de 4 colunas, mas 
que depois de duas jogadas de ponte em direcção ao lado pretendido, se torna numa 
escada de 2 colunas.  
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 Em geral, isto não é uma boa ideia, pois é mais aconselhável manter o adversário 
o mais longe possível do lado pretendido. O defensor vê-se impossibilitado de afastar a 
escada do lado do tabuleiro, e o melhor que consegue fazer é manter uma distância de 
segurança. 
 Considerar uma escada como uma unidade única pode revelar-se útil e simplifica 
a análise do tabuleiro de jogo.  
 É necessário que ambos os jogadores façam um exercício mental da escada, 
antes de assumirem essa opção; se a escada beneficiar o adversário, terão de ser 
tomadas outras medidas. 
 
2.6.2. A FORMAÇÃO DE UMA ESCADA 
 O reconhecimento de padrões comuns pode permitir identificar potenciais 
escadas antes da sua formação. A figura seguinte ilustra um desses padrões, 
denominado gargalo de garrafa, o qual surge muito frequentemente durante o jogo. 
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 Um gargalo composto por duas peças brancas está demonstrado na figura 
anterior em (i). O jogador negro atravessou este gargalo na direcção descrita em (ii), e 
em (iii) o jogador branco liga a abertura, levando o jogador negro a jogar em p ou em q. 
As setas mais pequenas indicam as duas direcções para as quais a escada pode 
progredir, a partir dos pontos p e q.  
 A figura seguinte representa o padrão de gargalo numa escada, bem como um 
par de padrões de gargalo em pontes, relativamente semelhantes. Os pontos de partida e 
as direcções para as quais estas escadas se vão dirigir estão aqui demonstrados. 
s
q
p
r
(iii)(ii)(i)
 
 Em (ii) e em (iii), o jogador negro joga em r e em s respectivamente, obrigando 
o branco a defender-se, forçando assim a formação de uma escada. Os padrões de 
gargalo em pontes são semelhantes aos padrões de gargalo com a peça de ligação 
afastada uma posição. 
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2.6.3. ESCADAS DE EMERGÊNCIA 
 Tenhamos em consideração a situação demonstrada na 1ª figura deste sub- 
capítulo das Escadas. Se o jogador branco já tivesse uma peça no tabuleiro na posição 
J10, como mostra a figura seguinte, isto permitia-lhe tirar vantagem na formação da 
escada. 
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 Ora vejamos: o jogador branco deve efectuar a sua jogada no ponto p e o jogador 
negro deve dar a sua resposta no ponto q, de modo a formar uma escada. 
 A peça adicional que está colocada em J10, situa-se ao longo da escada, 
constituindo uma escada de emergência para o jogador branco. Isto permite-lhe estar 
uma jogada à frente da escada e concluir a sua ligação, como demonstra a figura 
seguinte, o que lhe dá a vitória. 
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 A peça J10 é denominada peça de emergência. 
 A escada de emergência é um dos conceitos mais importantes do Hex, e é um 
factor decisivo de derrota ou vitória. As escadas e as escadas de emergência são os 
modos mais comuns para ligar grupos de peças do meio do tabuleiro para os seus lados. 
A perícia de um jogador de Hex pode ser determinada através das suas capacidades para 
criar escadas de emergência de modo bem sucedido.  
 Para ser bem sucedida, uma escada de emergência deve estar ligada de forma 
segura ao lado do tabuleiro pretendido, e não interferir com a rota projectada pela 
escada. 
 O perigo das escadas de emergência é outro factor que o jogador que está a jogar 
à defesa deve ter em conta, de forma a manter a escada o mais distante possível do lado 
do tabuleiro: quanto mais distante estiver a escada, menores são as hipóteses de sucesso 
do seu adversário. 
 Nem todas as peças extra, que estão adjacentes à rota projectada pela escada são 
úteis para a conclusão da escada de emergência. Consideremos a situação exposta na 
figura seguinte.  
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 O jogador negro iniciou uma escada a partir da peça a. A peça b não faz parte da 
escada, embora possa dar essa impressão, à primeira vista. Isto deve-se ao facto de a 
peça b se encontrar bloqueada e de estar apenas a tocar nos dois pontos vazios, p e q. No 
momento em que a escada atinge o ponto q para se ligar ao ponto b, já estará a tocar no 
próprio ponto q, logo a peça b não constitui nenhuma vantagem. 
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CAPÍTULO III – HEX, O JOGO QUE NUNCA 
ACABA EMPATADO 
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CAPÍTULO 
         3 
HEX, O JOGO QUE NUNCA ACABA EMPATADO 
 
 É óbvio que, quando o tabuleiro está cheio, se as peças brancas forem pensadas 
como água e as peças negras forem pensadas como terra, então acontece uma das duas 
situações seguintes: ou a água corre entre as duas margens brancas pertencentes ao 
jogador branco, ou o canal de água está obstruído por terra formando um caminho de 
peças negras entre as duas margens desta cor. 
 Na primeira situação ganharia o jogador branco, e nesta última situação ganharia 
o jogador negro. 
 
3.1. DEMONSTRAÇÕES SIMPLES 
3.1.1. DEMONSTRAÇÃO “COM CADEIAS” 
A revista Mathematics Magazine, na secção de “News and letters”, numa 
correspondência de Paul B. Johnson (Universidade da Califórnia), apresentava uma 
demonstração, tão bela quanto simples, da inexistência de empates numa partida de 
Hex. Esta demonstração recorre ao conceito de cadeia, já abordado em capítulos 
anteriores. Ora vejamos: 
Para simplificar, suponhamos que o jogador negro pretende ligar os lados 
esquerdo e direito do tabuleiro e o jogador branco pretende ligar o topo com o fundo.  
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Seja B o conjunto de hexágonos com peças negras que estão ligados à margem 
esquerda. Obviamente B pode ou não conter um hexágono (ou mais) com uma peça 
negra no lado direito do tabuleiro. Se o contiver, significa que o jogador de negro 
completou a cadeia. A cadeia, ao ligar os dois lados, bloqueia o jogador de branco, visto 
que a sua cadeia não pode conter hexágonos com peças que sejam simultaneamente 
brancas e negras. Mas se B não possuir hexágonos com peças negras do lado direito do 
tabuleiro, então vence o jogador de branco. Isto porque os hexágonos adjacentes à 
direita de B são todos preenchidos com peças brancas e estão todos ligados, formando 
uma cadeia do topo até ao fundo. 
H
I
G
F
E
J
K 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
D
1
A
B
C
Esquerdo
DireitoTopo
Fundo
 
 
 55 
3.1.2. DEMONSTRAÇÃO “COM TABULEIRO DE PAPEL” 
 Na mesma revista, mas numa correspondência de um estudante, Daniel 
Zwillinger, encontramos uma demonstração bastante original.  
 Imaginemos um tabuleiro Hex que seja feito de papel. Sempre que haja um 
movimento do jogador negro (a sua vez de jogar uma peça negra num determinado 
hexágono) pinta-se esse hexágono de preto em vez de colocar uma peça desta cor. 
Sempre que o jogador de branco se mover (a sua vez de jogar uma peça branca num 
determinado hexágono) fará desaparecer esse hexágono correspondente, cortando-o, em 
vez de colocar uma peça branca. Repetimos estes procedimentos até já não ser possível 
jogar. Peguemos agora no tabuleiro de papel, segurando-o pelos lados pretos e 
afastemos as mãos. Se o papel impedir que as mãos se afastem, tem necessariamente 
que haver uma cadeia de peças negras a unir os lados do jogador negro e este jogador 
ganha. Se conseguirmos, por outro lado, afastar as mãos, significa que existe uma 
cadeia de “cortes” entre os lados do jogador negro sendo a vitória pertencente ao 
jogador branco. Na seguinte figura, o jogador negro pega nos seus dois lados e 
consegue afastar as mãos. A vitória pertence ao jogador branco. 
D
E
C
B
A
1
2
3
4
5
F
G 1
2
3
4
5
6
7
G
F
E
D
6
7 A
B
C
 
Obviamente, tem que ocorrer um destes dois casos, e um dos jogadores tem de ganhar.  
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3.2. DEMONSTRAÇÃO INDUTIVA 
 Vamos provar que o jogo Hex tem de ter um vencedor, induzindo em m e n as 
dimensões do tabuleiro. Obviamente terá que haver um vencedor para tabuleiros 1 x n, 
m x 1 ou 2 x 2.  
 Vamos assumir o facto de haver obrigatoriamente um vencedor para tabuleiros 
mais pequenos que m x n. 
 Consideremos, para m>2 e n>2,  o tabuleiro (m-1) x n obtido através da 
supressão da linha m. Pela hipótese indutiva, passa a haver uma cadeia negra 1v  da 
coluna 1 até à coluna n, ou então uma cadeia branca 1w  desde a linha 1 até à linha m-1. 
Em ambas as situações, estaria encontrado um vencedor neste tipo de tabuleiro, uma vez 
que temos como hipótese de indução a obrigatoriedade de haver um vencedor para 
tabuleiros de dimensões inferiores a m x n. Assumimos então a segunda opção. 
 
 Da mesma forma, ao suprimirmos a linha 1, passa a haver uma cadeia branca 2w  
a partir da linha 2 até à linha m. Assume-se que 1w  e 2w  não se encontram, pois deste 
modo estaria resolvido o problema, uma vez que estaria descoberta uma cadeia entre a 
linha 1 e a linha m. 
 Do mesmo modo, ao suprimirmos a coluna n e depois a coluna 1, podemos 
supor que passaria a haver uma cadeia negra 1v  desde a coluna 1 até à coluna n-1 e uma 
cadeia negra 2v  desde a coluna 2 até à coluna n. Também aqui se assume que 1v  e 2v  
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não se encontram pois, deste modo, estaria resolvido o nosso problema, uma vez que 
estaria encontrada uma cadeia entre a coluna 1 e a coluna n.  
 Visto estas cadeias negras horizontais não se intersectarem, o número de linhas 
m tem que ser maior que 2. De igual modo, como as cadeias verticais 1w  e 2w também 
não se encontram, o número de colunas n tem de ser maior que 2. 
 
 Consideremos agora o tabuleiro (m-2) x (n-2) da figura anterior, obtido através 
da supressão das linhas 1 e m e das colunas 1 e n. Neste tabuleiro, aplicamos a hipótese 
indutiva na sua forma equivalente (só trocando as cores): tem de haver ou uma cadeia 
branca desde a coluna 2 até à coluna n-1, ou uma cadeia negra desde a linha 2 até à 
linha m-1. Assumimos, sem perda de generalidade, a primeira forma. Esta cadeia 3w  
tem obrigatoriamente que intersectar as cadeias 1w  e 2w  (ou pelo menos ficar adjacente 
a estas cadeias), formando assim uma cadeia única desde a linha 1 até à linha m. 
Tínhamos então o jogador branco como vencedor, acabando assim a nossa 
demonstração. 
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3.3. DEMONSTRAÇÃO DE DAVID GALE  
David Gale prova este resultado através de uma explicação matemática, 
mostrando que, se em todos os hexágonos forem colocadas peças brancas e peças 
negras, um dos dois pares de lados opostos devem ser ligados, não existindo assim 
empate no jogo Hex. Analisemos então esta explicação. 
 Debrucemo-nos sobre um tabuleiro Hex, totalmente preenchido de peças negras 
e brancas, e criemos um caminho com as arestas dos hexágonos, do seguinte modo: 
Comecemos de um canto, como indica a figura seguinte, e tracemos um caminho, 
usando o princípio de que o segmento seguinte é sempre escolhido, de maneira a que 
um hexágono negro (ou seja, um hexágono com uma peça negra) permaneça de um lado 
e um hexágono branco do outro (ou seja, cada segmento deve separar hexágonos 
ocupados por cores diferentes). Este caminho poderá passar entre um hexágono negro e 
a margem que pertence ao jogador branco e vice-versa. Também não se pode percorrer 
o mesmo segmento nos dois sentidos em momentos consecutivos. 
Como é ilustrado nas figuras seguintes, e mais à frente irá ser explicado de 
forma detalhada, tal caminho nunca pode terminar numa margem (excluindo os 
vértices), nem no interior do tabuleiro e não é possível retornar a um ponto que já 
visitou. 
B
C
D
A
a
 
 Esta figura mostra o caminho que chegou a a no interior do tabuleiro. Para 
chegar a a, tivemos de passar entre um hexágono branco A e um hexágono negro B. 
Existe então um terceiro hexágono C do qual a é vértice. Se este for branco, como na 
figura, então o caminho seguinte passa entre B e C, não voltando assim a um ponto que 
já tinha visitado. Se este hexágono fosse negro, então poderíamos formar um caminho 
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passando por A e C, mas isso iria contrariar, em segmentos anteriores, a nossa hipótese 
de formar caminhos deixando sempre um hexágono de cada cor em cada um dos lados 
do segmento, uma vez que, se C fosse negro, não tinha sido possível ter passado entre C 
e D. 
 Para que não restem dúvidas, suponhamos que b é o primeiro ponto a ser 
revisitado, tal com a figura seguinte nos sugere. 
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 Para esta situação ocorrer, o caminho tem que acabar por violar a hipótese que 
mantinha um hexágono de cada um dos seus lados. Ora vejamos: para ser possível que b 
tenha sido visitado uma primeira vez, os três hexágonos ADC, com um vértice comum 
em b não podem todos ter a mesma cor. Suponhamos que D é um hexágono negro e os 
outros dois são brancos, então a linha deve passar entre D e C e entre D e A na primeira 
visita. Já que b é o primeiro ponto revisitado, então o caminho não pode ter voltado a b 
via e ou f. Tem que ter voltado a b a partir de a. Mas A e C são ambos brancos e então 
isso é impossível. Se C fosse negro, teria sido impossível passar entre D e C. 
 Se a está numa margem do tabuleiro, o argumento terá de ser adaptado mas 
prevalece. Por exemplo:  
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 Se a margem for negra, então para que o caminho chegue a a, o hexágono E tem 
de ser branco. Se o hexágono F for branco, o caminho segue junto à margem. Se for 
negro, o caminho segue entre E e F, nunca podendo assim terminar numa margem. 
 Logo, só se a for um dos 4 pontos dos cantos é que o argumento falha. Estes são 
os únicos pontos em que o caminho pode terminar.  
 Já que o tabuleiro Hex é finito e o caminho não pode parar no tabuleiro ou voltar 
onde já esteve, deve terminar num dos pontos dos cantos diferente de onde começou. 
Então Hex não pode acabar num empate, uma vez que, desta forma, um dos lados 
opostos será sempre ligado, como ilustramos na seguinte figura. 
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3.4. O PRIMEIRO A JOGAR ESTÁ NA POSSE DE UMA ESTRATÉGIA 
VENCEDORA 
John Nash mostrou, de uma forma que depois se tornou bastante popular e que 
iremos analisar mais adiante, que qualquer jogo de Hex pode, teoricamente, ser sempre 
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ganho pelo primeiro jogador, se este conhecer a estratégia apropriada. No entanto, 
ninguém conhece essa estratégia óptima para tabuleiros com dimensões não triviais 
(superiores a 7 x 7), onde se inclui o tabuleiro 11 x 11.  
 Portanto, o argumento de John Nash prova a existência de uma estratégia 
vencedora mas não nos ajuda a encontrá-la. 
 No entanto, se a primeira jogada for muito forte (por exemplo nas casas centrais 
da diagonal menor onde as duas margens estão mais próximas), o primeiro jogador fica 
na posse de uma grande vantagem. Daí a instituição da regra do equilíbrio que consiste 
em dar ao segundo jogador, na sua primeira vez de jogar, a possibilidade de trocar de 
cores com o seu adversário, aproveitando assim o primeiro lance deste. Deste modo, o 
primeiro jogador não fará uma jogada demasiado forte e a luta fica equilibrada. 
 Iremos agora analisar a demonstração, por absurdo, que John Nash utilizou para 
provar que o jogador 1 tem uma estratégia vencedora: 
 Seja p a proposição que nos diz que o jogador 2 tem uma estratégia vencedora. 
Iremos mostrar que p   não p, ou seja, que se o jogador 2 tem uma estratégia 
vencedora, então ele não tem uma estratégia vencedora. Mas é contraditório que ambos 
sejam verdadeiros. Assim, p não pode ser verdadeiro, isto é, o jogador 2 não tem uma 
estratégia vencedora. Mas alguém tem que ter uma estratégia vencedora. Se não é o 
jogador 1, então tem de ser o jogador 2 a ter essa estratégia. 
 Para mostrar que p   não p, suponhamos que o 2º jogador tem a vitória 
assegurada, por conhecer a estratégia vencedora. 
 Então, o primeiro jogador começa a jogar, escolhendo no seu primeiro 
movimento um hexágono ao acaso e colocando uma peça negra sobre ele, e a partir 
desta jogada faz de conta que esta casa não está ocupada, encarando-se assim como 
sendo o segundo jogador e roubando-lhe a estratégia vencedora que se supôs existir. 
Sempre que tiver de jogar onde, por acaso, já o tinha feito, torna a jogar à sorte num 
hexágono livre e faz de conta, mais uma vez, que este novo hexágono, também 
preenchido com a sua cor, não está ocupado. Assim, tem a vitória garantida, partindo do 
princípio que há estratégia vencedora para o segundo. O facto de o jogador 1 ter sempre 
 62 
um hexágono extra preenchido com a sua cor não o prejudica. Pelo contrário, pode dar-
lhe uma vitória mais rápida. 
 Logo, se admitirmos que o segundo jogador vai ganhar, então o primeiro ganha, 
o que é absurdo. Como alguém tem de ter uma estratégia vencedora, terá de ser o 
primeiro. 
 Este argumento ficou conhecido como o argumento do roubo de estratégia, e 
aplica-se a vários jogos. 
 
3.5. NÃO HÁ EMPATES ATRAVÉS DO LEMA DE SPERNER 
3.5.1. PRIMEIRO LEMA COMBINATÓRIO 
 Lema 1: Suponhamos que um número finito de pontos subdivide um intervalo 
fechado em intervalos mais pequenos. O ponto situado no extremo esquerdo do 
intervalo original é rotulado com um 0 (zero), o ponto situado mais à direita deste 
intervalo é rotulado com um 1 e cada um dos pontos intermédios dentro deste intervalo 
é também rotulado, ou com 0 ou com 1. Então, existe um intervalo dessa subdivisão 
cujos pontos extremos são etiquetados com números diferentes. Mais ainda, o número 
destes intervalos é ímpar.  
Demonstração: Vamos designar um intervalo pequeno “aceitável”, se os pontos 
extremos tiverem numerações diferentes. Só há duas possibilidades: ou todos os pontos 
interiores são rotulados com zero (0) ou pelo menos um deles é rotulado com um 1. No 
primeiro caso, existe exactamente um intervalo “aceitável”, o intervalo situado mais à 
direita.  
0 0 0 0 0 0 1
 
 No segundo caso, consideremos o ponto mais à esquerda de todos os pontos que 
estão numerados com 1. Obviamente, o intervalo para o qual este ponto é o extremo da 
direita, é um intervalo “aceitável”.  
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 Vamos mostrar agora que o número de intervalos “aceitáveis” é necessariamente 
ímpar. Comecemos por nos mover ao longo do intervalo original da esquerda para a 
direita, contando o número de intervalos “aceitáveis” pelo caminho. Cada intervalo 
“aceitável” ímpar tem o extremo esquerdo numerado com um zero e o extremo direito 
numerado com número 1, enquanto que os extremos dos intervalos “aceitáveis” pares, 
estão numerados de forma contrária, o número 1 à esquerda e o 0 (zero) à direita. O 
extremo direito do último intervalo “aceitável” é numerado com 1, consequentemente, o 
número de intervalos “aceitáveis” é ímpar. 
 A afirmação do lema pode ser ainda mais precisa. Vamos considerar que um 
intervalo “aceitável” é do tipo (0,1), se o extremo esquerdo é zero e o extremo direito é 
1. O intervalo é do tipo (1,0), se acontecer o contrário. Assim, facilmente se pode 
verificar que o número de intervalos do tipo (0,1) é uma unidade superior aos do tipo 
(1,0), de onde se conclui que o número de intervalos “aceitáveis” é necessariamente 
ímpar. 
 
3.5.2. SEGUNDO LEMA COMBINATÓRIO OU PASSAGENS POR QUARTOS EM UMA 
CASA  
 Vamos formular este lema como uma afirmação acerca dos quartos e portas de 
uma casa.  
 Suponhamos que o número de portas em cada quarto é igual a 0, ou 1, ou 2. Um 
quarto, com uma única porta, é chamado sem saída, um quarto com duas portas é 
chamado de quarto comunicante. Uma porta pode ser uma porta exterior, se nos 
conduzir ao exterior da casa, ou uma porta interior, se ligar dois quartos vizinhos. É 
também natural assumir que nenhum quarto tem mais do que uma porta exterior, e 
nenhum par de quartos vizinhos tem mais do que uma porta comum. 
Lema 2: Suponhamos que qualquer quarto de uma casa tem 0, 1 ou 2 portas. Então, o 
número de quartos sem saída e o número de portas exteriores têm a mesma paridade 
(são ambos pares ou são ambos ímpares).  
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Demonstração: Para a demonstração, vamos descrever as passagens pelos quartos da 
casa. Cada passagem será feita de acordo com as seguintes regras. Em primeiro lugar, 
só se pode passar uma vez por cada porta. Em segundo lugar, uma passagem começa 
entrando por uma porta exterior para dentro da casa vindo da rua, ou num quarto sem 
saída. A caminhada continua por quartos comunicantes e termina quando chegamos ao 
exterior da casa ou chegamos a um quarto sem saída. 
 
 O que assumimos, quanto ao número de portas em cada quarto, determina a 
passagem de forma única. Depois de entrar num quarto com duas portas, só se pode sair 
de uma maneira. Depois de acabar uma caminhada, começamos outra, e continuamos 
com este processo até não haver mais portas exteriores ou quartos sem saída para 
começar. 
 Os caminhos resultantes são um de três tipos: 
(1) De uma porta exterior para um quarto sem saída (ou vice-versa, o que para os 
nossos propósitos não faz diferença); 
(2) De uma porta exterior para outra porta exterior; 
(3) De um quarto sem saída para outro quarto sem saída. 
 Denominemos por m , n  e p  o número de caminho do tipo 1, 2 e 3, 
respectivamente.  
 Como a cada caminho do tipo 1 corresponde uma porta exterior e a cada 
caminho do tipo 2 correspondem duas portas exteriores, temos que o número total de 
portas exteriores é nm 2 . De forma análoga, concluímos que o número total de 
quartos sem saída é pm 2 . Os números nm 2  e pm 2  são da mesma paridade, o 
que prova o lema.  
 65 
 Notemos que as formas do quarto são irrelevantes. Podem, por exemplo, ser 
triangulares o que nos leva ao seguinte sub capítulo.  
 
3.5.3. LEMA DE SPERNER 
 Consideremos um triângulo arbitrário, subdividido em triângulos mais pequenos. 
Iremos sempre assumir que a subdivisão satisfaz a seguinte condição: qualquer par de 
triângulos mais pequenos, ou não tem pontos comuns, ou tem um vértice comum, ou 
tem um lado comum. Esta subdivisão é denominada triangulação, os triângulos 
pequenos são as faces de triangulação, os lados desses triângulos pequenos são as 
arestas e seus vértices são os vértices da triangulação. Por exemplo, na figura seguinte, a 
subdivisão do triângulo da esquerda é uma triangulação e a subdivisão do triângulo da 
direita não é. 
 
Lema 3: (Lema de Sperner) Considere-se a triangulação do triângulo T . Os vértices 
deste triângulo são rotulados com 1, 2 e 3. Os vértices da triangulação são numerados 
com os mesmos números, de tal forma que a seguinte condição de fronteira é satisfeita: 
se um vértice calha num lado do triângulo T , então é numerado com um dos dois 
números que são os extremos desse lado do triângulo T . Logo, existe, pelo menos, uma 
face da triangulação com os seus vértices numerados por diferentes números, 1, 2 ou 3. 
Mais ainda, o número de faces nestas condições é ímpar.  
Demonstração: Uma ilustração do lema 3 é dada no seguinte triângulo T: 
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 É demonstrado por redução ao lema 2. Vamos chamar casa ao triângulo maior T  
e quarto a cada uma das faces da triangulação. A aresta da triangulação é designada 
como porta, desde que os extremos sejam numerados com 1 e 2. Iremos dizer que estas 
arestas são do tipo (1, 2). Notemos que, ao contrário do lema 1, não se estabelece 
diferença entre as arestas do tipo (1, 2) e as do tipo (2,1). Quais faces são agora os 
quartos sem saída?  
 Consideremos todas as combinações possíveis de etiquetas 1, 2 e 3 dos vértices 
de uma face. Podem ser de dez tipos diferentes: (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2), (1,2,3), 
(1,3,3), (2,2,2), (2,2,3), (2,3,3), (3,3,3). Evidentemente, só as faces do tipo (1,2,3) têm 
exactamente uma aresta do tipo (1,2), sendo assim natural chamá-las quartos sem saída. 
Analogamente, as faces do tipo (1,1,2) e (1,2,2) podem ser chamadas quartos 
comunicantes, porque contêm exactamente duas arestas do tipo (1,2). Obtemos portanto 
o seguinte glossário para traduzir as condições do lema 3 para a linguagem do lema 2. 
 Triângulo T  - Casa 
 Faces da triangulação – Quarto  
 Arestas da triangulação do tipo (1,2) – Porta 
 Arestas fronteira do triângulo T  - Porta exterior 
 Faces do tipo (1,2,3) – Quartos sem saída  
 Faces do tipo (1,1,2) ou (1,2,2) – Quartos comunicantes  
 Qualquer que seja a escolha da numeração para os vértices da triangulação, a 
lista mostra que a face só pode ter uma ou duas arestas do tipo (1,2), ou mesmo 
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nenhuma. Consequentemente, as condições do lema 2 são satisfeitas. Portanto, o 
número de quartos sem saída e de portas exteriores são da mesma paridade. Traduzindo 
isto novamente para a linguagem do lema 3, concluímos que o número de faces do tipo 
(1,2,3) e o número de arestas fronteira do tipo (1,2) são da mesma paridade. Resta-nos 
mostrar que este número é ímpar. Mas as arestas fronteira do tipo (1,2) apenas podem 
estar numa aresta do triângulo T  numeradas por 1 e 2. Como não há arestas deste tipo 
nos outros lados do triângulo, as conclusões requeridas derivam do lema 1. O lema 3 
está então provado. 
 O processo usado na prova chama-se processo de caminhada.  
 Abaixo vamos usá-lo, “caminhando” pelas faces da própria triangulação, sem 
necessariamente chamá-los de quartos. O ponto crucial será sempre aquilo que 
chamarmos de aresta porta e de faces “sem saída”. Vamos usar esta abordagem para 
provar o lema 4, que faz a mesma afirmação que o lema 3, mas para um quadrado. Seja 
um quadrado Q  subdividido em quadrados mais pequeninos, com arestas paralelas aos 
lados do quadrado. Para esta subdivisão, iremos usar os mesmos nomes que 
anteriormente, isto é, faces, arestas e vértices da subdivisão, onde, por exemplo, as faces 
são os quadrados mais pequenos da subdivisão.  
 Lema 4: Seja um quadrado Q  subdividido em quadrados mais pequenos com 
arestas paralelas aos lados de Q . Os vértices do quadrado são numerados com 1, 2, 3 e 
4. Os vértices da subdivisão são numerados com os mesmos números para que a 
seguinte condição de fronteira seja satisfeita:  
 Se um vértice da subdivisão incide num lado do quadrado Q , então é numerado 
com um dos dois números que estão nos vértices do lado desse quadrado Q  como 
mostra a figura seguinte (a). 
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1
1
14
12 1
2 2
2
3
1
21
3
2
3 3
3
3 4
2
2
11
1
2
2
1
1
1
1
4
1
4
3 4 34 3 3
3121
1 2
1 214 3
2 1 1
1
1 2
1 2
4
1 2
4
12 1 2
2
1 1
ba
 
 Assim, existe, no mínimo, uma face numerada com pelo menos três números 
diferentes. 
Demonstração: Para demonstrar este teorema, vamos subdividir cada face quadrada em 
duas faces triangulares como mostra a figura anterior (b). O resultado é uma 
triangulação do quadrado, com todos os seus vértices numerados. Chamemos a uma 
aresta do tipo (1,2) uma porta. Um quarto sem saída é uma face triangular numerada 
com três números diferentes, de tal forma que, dois deles sejam 1 e 2. Então, quartos 
sem saída são triângulos do tipo (1,2,3) ou (1,2,4). 
 Pela hipótese do lema 4, todas as portas exteriores incidem no lado (1,2) do 
quadrado e, pelo lema 1, este número é ímpar.  
 Cada caminhada pelas faces triangulares do quadrado começa numa porta 
externa e acaba num dos dois casos seguintes: deixando o quadrado por outra porta 
exterior ou entrando num quarto sem saída. 
 Como o número total de portas exteriores é ímpar, pelo menos uma das 
caminhadas tem de terminar num quarto sem saída. Isto significa que existe uma face 
triangular numerada ou por (1,2,3) ou por (1,2,4) e, consequentemente, existe uma face 
quadrada numerada com, pelo menos, três números diferentes. 
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3.5.4. NÃO HÁ EMPATES NO JOGO HEX 
 Podemos provar, através de um processo de caminhada, que qualquer jogo Hex 
tem de acabar com um vencedor, ou seja, que não pode existir empates. Ora vejamos:  
 Suponhamos que todas as partes do tabuleiro estão ocupadas com peças brancas 
e negras, de tal forma que ambos os lados brancos estão ocupados com peças brancas e 
os dois lados negros estão ocupados com peças negras. Os cantos podem estar ocupados 
ou com peças brancas, ou com peças negras. Ao juntarmos cada par de campos 
hexagonais por uma linha de segmentos, obtemos uma grelha em forma de losango, 
subdividida em triângulos regulares, como nos mostra a próxima figura. 
 
  Cada campo hexagonal corresponde ao vértice único da triangulação. Vamos 
então marcar os vértices correspondentes aos brancos com 0 e os correspondentes aos 
negros e aos brancos com 1. Digamos que as arestas da triangulação são uma porta se os 
seus pontos terminais (extremos) estiverem marcados de forma diferente. É fácil de ver 
que nenhuma das faces é um quarto sem saída. Então, uma caminhada iniciada num 
canto, tem inevitavelmente que acabar noutro canto. A rota ilustrada na figura seguinte 
junta o fundo com o topo, o que significa que o jogador branco ganhou.  
0
1
1
1
0
0
1
0
1
0 0
0
1
1
0
1
01
1
0
1
1
0
1
1
0
1
0
1
0
0
1
1
1
0
0
0
0
0
1
0
1
1
1
0
0 0 01
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CAPÍTULO IV – AUSÊNCIA DE EMPATE NO JOGO 
HEX COMO PROVA DO TEOREMA DO PONTO FIXO 
DE BROUWER 
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CAPÍTULO 
4 
AUSÊNCIA DE EMPATE NO JOGO HEX COMO PROVA DO 
TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER  
 
 Suponhamos que X  é um conjunto não vazio, compacto e convexo de 2 . Se a 
função XXf :  é contínua, então existe um ponto fixo x  que satisfaz )(xfx  . 
 Normalmente, o teorema de Brouwer é provado através do recurso a um 
resultado combinatório, chamado lema de Sperner. Contudo, David Gale demonstrou 
que o lema de Sperner pode ser substituído pelo facto de que o jogo Hex não pode 
terminar num empate. 
Demonstração:  
 Esta demonstração da prova restringe-se ao campo bidimensional, mais 
precisamente ao conjunto    1,01,02  IX . 
 Seja .0d  
 Seja NO  o conjunto de todo o 
2Ix  cujas imagens por f  estão a uma distância 
de x superior a d  em direcção a norte. 
 Seja EX  o conjunto de todo o 
2Ix  cujas imagens por f  estão a uma distância 
de x superior a d  em direcção a este. 
 Seja SO  o conjunto de todo o 
2Ix  cujas imagens por f  estão a uma distância 
de x superior a d  em direcção a sul. 
 Seja WX  o conjunto de todo o 
2Ix  cujas imagens por f  estão a uma 
distância de x superior a d  em direcção a oeste. 
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 A próxima figura (a) dá-nos um exemplo de como estes conjuntos podem 
parecer. A área não sombreada S , no diagrama, é o conjunto de todo o 2Ix  que não 
pertence a nenhum dos quatro conjuntos NO , SO , EX  ou WX .  
 
 Se S não é um conjunto vazio, então tem de haver pelo menos um x  em 2I  
cujas imagens por f  não estão muito longe em nenhuma das direcções. De facto )(xf  
deve pertencer a um quadrado de lado d2  centrado em x . O ponto x  está portanto 
“quase fixo” (tal ponto pode ser encontrado, por mais pequeno que seja d ). A 
compacticidade de X  e a continuidade de f  implicam a existência de um ponto fixo 
x . O problema é, desta forma, reduzido à demonstração de que S  nunca é vazio. Isto 
será provado, através de redução ao absurdo e utilizando o jogo hex. 
 Suponhamos que S  é vazio para algum .0d  Então cada 2Ix  estaria num 
dos dois conjuntos SN OOO   ou WE XXX  . Cubramos 
2I  com uma grelha 
Hex muito reduzida, como na figura anterior (b). Cada peça desta grelha é agora 
marcada com um círculo ou uma cruz, dependendo se ela está no conjunto O  ou no 
conjunto X . Se estiverem em ambos os conjuntos, marcamos aleatoriamente cruz ou 
círculo. Essa grelha fica então toda preenchida e, como já sabemos que no jogo Hex 
existe sempre um vencedor, terá de haver um caminho ininterrupto de cruzes ou de 
círculos a ligar duas margens opostas. Sem perda de generalidade, suponhamos que o 
vencedor é o jogador II pois une as suas duas margens com cruzes. 
 Uma peça mais a Oeste da rota vencedora do jogador II deve de estar em EX .  
 Uma peça mais a Este da rota vencedora do jogador II deve estar em WX .  
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 Note-se que não existe nenhum x que pertença simultaneamente a WX  e a EX  
(por “construção” destes). 
 Algures no meio, deve estar um par de peças adjacentes x  e y , das quais uma 
pertence a WX  e a outra pertence a EX .  Isto significa que a imagem de x  por f , 
está a uma distância de pelo menos d  para oeste e, simultaneamente, a imagem de y , 
(adjacente a x ) por f , está a uma distância de pelo menos d  para este. Então  xf  e 
 yf  estão a uma distância de pelo menos d2 . 
 Dado que a distância entre x  e y  pode ser tão pequena quanto nós queiramos, 
através de uma redução suficientemente pequena da grelha do tabuleiro Hex, que o 
mesmo não se verifica para as imagens, temos uma contradição para a hipótese de que f 
é contínua. Logo, chegamos a um absurdo, e portanto S  é não vazio. E como X  é 
compacto e f  contínua, então está provada a existência de um ponto fixo x .  Fica 
então assim demonstrado o Teorema de Brouwer, com recurso ao jogo Hex. 
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CONCLUSÃO 
 
 Os Jogos Matemáticos são uma ferramenta pedagógica fundamental no processo 
de ensino-aprendizagem. O jogo Hex, em particular, obriga ao desenvolvimento do 
raciocínio lógico, na criança ou jovem. Além disso, estimula o pensamento estratégico, 
desenvolvendo a capacidade de antecipação (no caso das jogadas, por parte do 
adversário), baseada na relação causa-efeito. É, por tudo isto, um jogo que deve ser 
estudado e “trabalhado”, explorando as suas potencialidades, tanto em sala de aula 
como em actividades lúdicas, no âmbito da Matemática, tendo como objectivo o 
desenvolvimento cognitivo da criança ou jovem. 
 A divulgação deste jogo, na comunidade escolar ou fora dela, é importante para 
que as suas potencialidades possam ser aproveitadas tanto na vertente lúdica como na 
vertente pedagógica. 
 Este é um dos principais objectivos do trabalho desenvolvido nesta dissertação, 
através da apresentação do jogo Hex, onde se comprovou a simplicidade das suas 
regras, acessíveis a qualquer jogador, ao mesmo tempo que se demonstrou a 
complexidade dos estudos matemáticos que a sua concepção implica. 
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